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第十四届全国大学生数学竞赛初赛试题 

及参考解答 

(非数学类, 2022 年 11 月 12 日) 

 

一、 填空题(本题满分 30 分，每小题 6 分) 

（1） 极限
2

2 20

1 1 cos
lim

1 cosx

x x

x x

 


 
. 

【解】 利用洛必达法则，得 

原式

2

2

0

cos
1 sin

1lim
2 2cos sinx

x x
x x

x
x x x

 




2

2

0

sin cos
1

11lim
sin 22 2 cos

x

x x
x

x x
x

x
x



  
 

 
. 

（2）设
1, 0,

( )
0, 0,

x
f x

x


  

 
1 1,

( )
1 , 1,

x x
g x

x x

 
   

 则复合函数  ( )f g x 的间断

点为 x  . 

【解】 显然，复合函数   1, ( ) 0, 1 1,
( )

0, ( ) 0, 0, 1,

g x x
f g x

g x x

  
    

 所以  ( )f g x 的

惟一间断点为 1x  . 

（3）极限 3 2

1 1

lim(1 ) n

x n

x n x




 

  . 

【解】 易知， 2

1

n

n

n x



 的和函数为：

2
2

3
1

, | | 1
(1 )

n

n

x x
n x x

x






 

 ，所以 

3 2 2

1 11

lim(1 ) lim( ) 2n

x xn

x n x x x
 



 

    . 

（4）微分方程
d

ln sin cos (1 cos ) 0
d

y
x x y y x y

x
   的通解为 . 

【解】 原方程等价于 2d 1 1
sin cos cos

d ln ln

y
y y y

x x x x
  . 令 cosu y ，则方程可

化为 2d 1 1

d ln ln

u
u u

x x x x
   . 再令

1
w

u
 ，则方程可进一步化为

d 1 1

d ln ln

w
w

x x x x
  .

这是一阶线性微分方程，利用求解公式得 
d d

ln ln1 1
d ( )

ln ln

x x

x x x xw e e x C x C
x x

       
 
 . 

将变量
1 1

cos
w

u y
  代回，得 

( ) cos lnx C y x  . 
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（5）记
π π

( , ) 0 0
2 2

D x y x y x y
 

       
 

， ，则 

sin( )d d .
D

y x y x y   

【解】 （方法 1）利用三角公式： sin( ) sin cos cos sinx y x y x y   ，并根

据重积分的对称性，得 

原式 4 2 4

0 0
2 sin d cos d 2 sin (cos sin )d

y

y
y y y x x y y y y y

  


      

4 4 4

0 0 0
sin 2 d cos 2 d dy y y y y y y y

  

      

21 1

4 8 4 32

      
 

2

8 32

 
  . 

（方法 2）利用二元变量代换，令
u x y

v x y

 
  

，则

1
( )

2
1

( )
2

x u v

y u v

  

  


. 因为 

1 1
12 2

1 1 2

2 2

x x

u vJ
y y

u v

 
    
 


 

， 

所以 

原式 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

1 1 1
( )sin d d d sin d d sin d

2 4 4
J u v u u v v u u u v v u u

     

          

2 21 1
1 1

4 2 4 8 8 32

   
        . 

二、(本题满分 14 分) 记向量OA


与OB


的夹角为 ， 1OA 


， 2OB 


，

1( )OP OA 
 

，OQ OB
 

，0 1  ． 

（1）问当为何值时， PQ


取得最小值； 

（2）设（1）中的满足
1

0
5

  ，求夹角 的取值范围． 

【解】 （1）根据余弦定理，并注意到0    ，得 
2

2 2( ) (1 ) 4 4 (1 )cosf PQ          


 

2(5 4cos ) 2(1 2cos ) 1         
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2 21 2cos (1 2cos )

(5 4cos ) 1
5 4cos 5 4cos

  
 

         
， 

因此，当
1 2cos

5 4cos








时，0 1  ， PQ


取得最小值．         ------------ 6 分 

（2）令 cosy  ，则
1 2

5 4

y

y
 



的反函数为

1 5 1
( )

2 2 1
g





  


．易知 ( )g  在

1
0,

5
 
 
 

单调增加，其值域为
1

, 0
2

  
 

，所以
1

cos 0
2

   ，注意到 cos在[0, ]

上单调减，解得
2

2 3

   ，即夹角 的取值范围为
2

,
2 3

  
 
 

．  ------------ 8 分 

三、(本题满分 14 分)设函数  f x 在 ( 1,1) 上二阶可导， (0) 1f ，且当

0x 时， ( ) 0f x ， ( ) 0 f x ， ( ) ( ) f x f x ，证明： (0) 2  f . 

【证】 任取 (0,1)x ，对  f x 在 [0, ]x 上利用 Lagrange 中值定理，存在

(0,1)  ，使得 ( ) (0) ( )f x f xf   .因为 (0) 1f ， ( ) 0f x ( 0)x  ，所以 

                                
1

( ) 0f
x

   .             ------------ 5 分 

 令    2 2
( ) ( ) ( )F x f x f x  ，则  F x 在 (0,1)内可导，且 

 ( ) 2 ( ) ( ) ( )F x f x f x f x    . 

根据题设条件，当 0x 时， ( ) 0 f x ， ( ) ( ) f x f x ，所以 ( ) 0F x  .这表明  F x

在[0,1)上单调增加，从而有   (0)F F  ，可得 

       2 2 2 2
( ) (0) ( ) (0) 1f f f f       ， 

因此   2 2

2

1
(0) ( ) 1 1f f

x
     .                             ------------ 7 分 

由于 21

1
lim 1 2
x x

   
 

，所以 2
(0) 2f   ，从而有 (0) 2  f .  ------------ 2 分 

四、(本题满分 14 分) 证明：对任意正整数n，恒有： 
4 2

22

0

sin 1
d

sin 4 8

nx n
x x

x




      

   
 . 

【证】  首先，利用归纳法易证：对 1n  ， sin sinnx n x  0
2

x
   

 
. 

------------ 2 分 
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又由于 sin 1nx  ，及 
2

sin x x


  0
2

x
   

 
，                          ------------ 2 分 

所以当 1n  时，得 

4 4 4

2 2 2

0 0
2

sin sin sin
d d d

sin sin sin
n

n

nx nx nx
x x x x x x

x x x

  


           
            

4 24 4
4 2 2 2

30
2 2

1 d
d d

2 / 2 2 16
n

n n

n x
n x x x x

x n x

  

 
 


         
       

2 2 4 2 2 4 2 22
2

2 2 2

2

1 2 2 1

8 16 ( 2 ) 8 16 4 8
n

n n n n

x





    
 
   

              
. 

------------ 8 分 

当 1n  时，
2

2

0
d

8
x x

 
 ，等号成立.                                                        ------------ 2 分 

五、(本题满分 14 分) 设 ( , )z f x y 是区域 {( , ) | 10, }0 1D xx yy     上的

可微函数， (0,0) 0f  ，且
(0,0)

d 3d 2dz x y  ，求极限

2

0

0 44

d ( , )d
lim

1 1

x t

x

x

t f t u u

x
  

 
. 

【解】 交换二次积分的次序，得
2 2

0 0 0
d ( , )d d ( , )d .

x t x u

x
t f t u u u f t u t      

------------ 3 分 

由于 ( , )f x y 在D上可微，所以 ( , )f x y 在点 (0,0)的半径为1的扇形域内连续，

从而
2

0
( ) ( , )d

u
u f t u t   在 0u  的某邻域内连续，因此 

22

0 0 0
3 340 0 0 0

44

d ( , )d ( )d ( , )d( )
lim lim lim lim

1 1
4

x t x x

x

x x x x

t f t u u u u f t x tx
I

x x xx

 
      


     

 

   
 

2

30 0

2( , ) ( , )
lim lim , 0
x x

f x x f x
x

x x

  
  

     .                ------------ 6 分 

因为
(0,0)

d 3d 2dz x y  ，所以 (0, ) 30xf  ， (0,0) 2yf  .又 (0,0) 0f  ，于是 

2 2 2 2( ) (0,0) (0,0) (0,, ( ) 3 2 (0) )x yf f f f xx x x x               . 

注意到0 x
x


  ，故由夹逼准则知

0
lim 0
x x




 ，从而 
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0

22 2 2 2

20 2

( ) ( )
lim lim 01
x x x

x x

x x

    
  

    
 

 
 


. 

所以 

            

2 2

0 0

3 2 (( , )
lim li 2

)
m

x x

x xf x
I

x x

  
  




 
     .      ------------ 5 分 

六、 (本题满分 14 分) 设正项级数
1

n
n

a



 收敛，证明：存在收敛的正项级数

1
n

n

b



 ，使得 lim 0n

n
n

a

b
 . 

【证】 因为
1

n
n

a



 收敛，所以 0  ，存在N N，使得当 n N 时 k

k n

a 




 .   

特别，对 1,2,k  ，取
1

3k
  ，则存在 1 2 11 k kn n n n     ，使得

1

3
k

l k
l n

a




 . 

------------ 4 分 

构造 nb 如下：当 11 n n  时， n nb a ；当 1k kn n n   时， 2k
n nb a ， 1, 2,k  . 

------------ 5 分 

显然，当n 时， k ，且 

1
lim lim lim 0

2 2
n n

k kn k k
n n

a a

b a  
   . 

此时，有 

31 2

1 2

11 1
2

1 1

2 2
nn n

n n l l
n n l n l n

b a a a
 

   

        

   
1

21
2

1

1 1
2 2

3 3

n

n
n

a




       
 

  

1 11 1

1 1 1

2
= 2

3

n nk

n nk
n k n

a a
 

  

        

因此，正项级数
1

n
n

b



 收敛.                                                                      ------------ 5 分 
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