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1. 1��1o�K´7�K,2l1Ê�1��K¥?À 3K,KÒ�W\

þ¡�L¥ (õÀÃ�).

2. ¤k�KÑL�3IO�K�þ,�3�Áò½Ù§�þþÃ�.

�! (�K 20©,z�K 5©)W�K

1. �¼ê y = y(x)3 x = 0NCd�§ y + 2y2 + y3 = e−x + x− 1¤(½,�

y = Ax2 +Bx3 + o(x3) (x→ 0).K (A,B) =

(1

2
,−1

6

)
.

2. 4� lim
(x,y)→(0,0)

(
|x|+ |y|

)|xy|
= 1 .

3. � A� n× n¢Ý
, m���ê, I � n× nü Ý
. e (I + A)m = 0,K A�

1�ª|A| = (−1)n .

4. ~�©�§ y′ − cosx · sin2 y = 1
2

sin 2y�Ï)�
cos y

sin y
= −1

2
(cosx+ sinx) + Ce−x,Ù¥ C �?¿~ê.

.

1



�!(�K 10©) �m¥kØ����½¥ S Ú�½²¡ Σ§S �¥%3 P :§

�»� r. � B ´��¥%3M :�¥§§� S 	�¿Ú Σ��.

¯µ1¤¤k�U�M �¤Û«­¡º2¤: P �T­¡kÛ'Xºy²\�(Ø.

)))���. (1) (AÛ{)µL P �²¡ Σ�R�§Rv� O. 3R� PO �ò��þ��

: Q§¦� |OQ| = r. L Q:�²¡ Σ�²1²¡ Σ∗. ù�ü²1²¡ ΣÚ

Σ∗�ål� r. u´§M � P �ål§�uM �²¡ Σ∗�ål. u´§3L

�� PQÚM �²¡ Λþ§M �: P �ål�u���Λ ∩ Σ∗ �ål§M

��;,��Ô�§¿± P ��Ô���:. ± PQ�¶��m�^=�§¥

B �±�¥¡ S Ú²¡ Σ��§M xÑ���±. �¤k�U�M �¤��

^=�Ô¡§¿± P �Ù�:.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

(2) (�I{)µL P �²¡ Σ�R�§Rv� O. ± O��:§�þ
−→
OP ¤3

��� z−¶§²¡ Σ� xy−²¡§ïá�m���IX.�¥ B �¥%�

I�M = (x, y, z)§P :�I� (0, 0, R),Kk |MO| = z + r. u´§k

(z + r)2 = |MO|2 = x2 + y2 + (z −R)2;

z − R− r
2

=
1

2(R + r)
(x2 + y2).

�¤k�M �¤��^=�Ô¡. Ï�IO��Ô¡�§�

z − z0 =
1

4F
(x2 + y2),

Ù¥ (0, 0, z0)�^=�Ô¡�º:§F ��:�º:�ål. �T^=�Ô¡

�º: Q = (0, 0, R−r
2

),§��:�º: Q��Ý F � 4F = 2(R + r). u´^

=�Ô¡�:�I�

(0, 0,
R− r

2
) + (0, 0, F ) = (0, 0, R) = P.

u´. P :T�^=�Ô¡��:.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)
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n!(�K 14©) �½ n�E�
 A 6= 0, b ∈ Cn�n���þ. EXêõ�ª f(x)

�¡��þ b'uA�"zõ�ª´� f(x)÷v f(A)b = 0� f(x) 6= 0. 3�þ b'

u A�"zõ�ª¥Ùgê�$�Ä 1õ�ª¡��þ b'u A���õ�ª. y

� p(λ)�Ý
 A���õ�ª. y²: p(λ)7� Cn¥,�þ b'u A���õ�ª.

yyy²²². 1) � p(λ) �IO©): p = p1 · · · ps, Ù¥ pi = (λ − λi)li , li > 1, i = 1, · · · , s.

λ1, · · · , λs�Ø�Ó.P Xi = {x ∈ Cn | pi(A)x = 0},Kke�äóý.

äó 1. Cn k©): Cn = X1 ⊕ · · · ⊕Xs,Ù¥Xi þ´A�ØCf�m, A3Xi

¥���õ�ª=� pi.

¯¢þ,- V1 = {x ∈ Cn | p2 · · · ps(A)x = 0}. u´d (p1, p2 . . . ps) = 1�, Cn

k©): Cn = X1 ⊕ V1,Ù¥ X1, V1þ´ A�ØCf�m. ?�Ú,e A3X1¥

���õ�ª� g, A3 V1¥���õ�ª� h,Kk g | p1, h | p2 · · · ps.

1e deg g < deg p1 Ú deg h < deg p2 · · · ps k��u),K�� deg gh < deg p

7u),l
gñu p� A���õ�ª(Ï� g(A)h(A)"z Cn). �k:

A3X1¥���õ�ª�p1, A3V1¥���õ�ª� p2 · · · ps .

�Ä V1. d A3 V1¥���õ�ª� p2 · · · ps ,­EcãL§k:

V1 = X2 ⊕ V2,

Ù¥ V2 = {x ∈ Cn | p3 · · · ps(A)x = 0}, X2, V2 þ´A �ØCf�m, A

3X2¥���õ�ª=�p2, A 3V2¥���õ�ª=�p3 · · · ps. aqí�,

�Cn = X1 ⊕ · · · ⊕Xs,Ù¥Xiþ´A�ØCf�m, A3Xi¥���õ�ª=

�pi. äó1¼y.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

2)äó2. pi7´Xi¥,�þ'uA���õ�ª, i = 1, . . . , s.

�d,�ξi1, · · · , ξiti �Xi��|Ä, ξij 'u A���õ�ª�wij, j = 1, · · · , ti.

u´dpi´ A3Xi¥���õ�ª�:

wij | pi, j = 1, · · · , ti.

wij�äk(λ− λi)k �/ª, k 6 li.

3



,	, 5¿�[wi1, · · · , witi ]´A3 Xi¥���õ�ª, l
k[wi1, · · · , witi ] =

pi,(Jξi1, · · · , ξiti¥7k,�,Ù'uA���õ�ª�pi. äó 2¼y.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10©)

3)y�p1 ´X1¥�þ ξ1 'uA���õ�ª, . . ., ps ´Xs¥�þ ξs 'uA�

��õ�ª. u´, p1p2´X ¥�þξ1 + ξ2 'uA ���õ�ª. �d, �

�¡kp1p2(A)(ξ1 + ξ2) = p2(A)p1(A)ξ1 + p1(A)p2(A)ξ2 = 0, l
 ξ1 + ξ2 '

uA ���õ�ªf(λ) 7´p1p2 �Ïf. ,��¡, df(A)(ξ1 + ξ2) = 0

�f(A)ξ1 = −f(A)ξ2, 5¿� Cn = X1 ⊕ · · · ⊕ Xs, ÏdkX1 ∩ X2 = 0, l


f(A)ξ1 = −f(A)ξ2 ∈ X1 ∩X2 = 0. (Jp1 | f, p2 | f ,=kp1p2 | f . l
p1p2´X

¥�þξ1 + ξ2'uA���õ�ª.

Ón�í�: p1p2p3 ´ X ¥�þ ξ1 + ξ2 + ξ3 'u A���õ�ª. ­EdL

§,��� p1p2 · · · ps´X ¥�þ ξ1 + · · ·+ ξs'u A���õ�ª,= p(λ)´

X ¥�þ ξ1 + · · ·+ ξs'u A���õ�ª,y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14©)
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�
�� o! (�K 20 ©) � α > 0, f 3 [0,+∞) þ����, lim
x→+∞

|f(x)|
xα

= 0,

lim
x→+∞

xα|f ′′(x)| < +∞.

(1)e α ∈ (0, 1],y²: lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

(2) e α > 1, Á�E÷vK�^��¼ê f ¦� lim
x→+∞

f ′(x) = 0 Ø¤á, �3

[0,+∞)�?Ûf«mþ, f ′Øð�u~ê.

)))���. (1)?� s ∈ (0, 1),d Taylorúª,éu?Û x > 1,�3 ξ ∈ (x, x+ sxα)¦�

f(x+ sxα) =f(x) + f ′(x)sxα +
f ′′(ξ)

2!
s2x2α.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7©)

Ïd,5¿� sxα 6 x,·�k

∣∣f ′(x)
∣∣ 6∣∣∣f(x)

sxα

∣∣∣+
∣∣∣f(x+ sxα)

(x+ sxα)α

∣∣∣ · (x+ sxα)α

sxα
+
∣∣ξαf ′′(ξ)∣∣sxα

ξα

6
1 + 2α

s
sup
t>x

∣∣∣f(t)

tα

∣∣∣+ s sup
t>x

∣∣tαf ′′(t)∣∣.
- x→ +∞��

lim
x→+∞

∣∣f ′(x)
∣∣ 6s lim

x→+∞

∣∣xαf ′′(x)
∣∣.

2- s→ 0+�� lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14©)

(2)�±ÞÑéõ~f. 'X:

(a) f(x) = x+ 1
1+xα

(x > 0),K f ′(x) = 1− αxα−1

(1+xα)2
, f ′′(x) = −α(α−1)xα−2

(1+xα)2
+ 2α2x2α−2

(1+xα)2
.

´�T f ÷v�¦.

(b) f(x) = x+
∫ x
0

1
1+tα

dt (x > 0). K f ′(x) = 1 + 1
1+xα

, f ′′(x) = − αxα−1

(1+xα)2
. ´�T

f ÷v�¦.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20©)
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Ê!(�K 12©) y²: 3 Rþo�3 2�pØ��� Borel8 A1 Ú A2,¦�é

?¿���m«m J ,¤á |Ak ∩ J | > 0 (k = 1, 2),Ù¥ |E|L«8Ü E � Lebesgue

ÿÝ.

yyy²²². (i)Äk§·��� Rþ�?¿��m«m7�¹��äk�ÿÝ�!Ã?È

��;f8.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

(ii)y3� {Im}´ R¥��äk�ÿÝ�!à:�knê�m«m. é?¿�

m ∈ N, Im ¥�¹ 2�pØ���!äk�ÿÝ�!Ã?È��;f8,P�

F 1
mÚ F 2

m.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

?¿�½��êM ,=����xpØ���!äk�ÿÝ�!;�Ã?È�

8 {F k
m}, 1 6 k 6 n, 1 6 m < M ,¿�

⋃
k=1,2,m<M

F k
m�´;�Ã?È�8.

(iii) IM ¥�¹����mf«m JM �
⋃

k=1,2,m<M

F k
m Ø�,¿� JM �¹ 2�

pØ���!äk�ÿÝ�!Ã?È��48 F 1
M , F

2
M .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)

(iv)- Ak =
∞⋃
m=1

F k
m, k = 1, 2,. d±þ�E, A1 Ú A2 ´pØ��� Fσ 8. X

J J ´ Rþ���m«m,K J ¥7�¹��à:�knê���m«m Im,

l
 |Ak ∩ J | > |F k
m ∩ Im| > 0 (k = 1, 2).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)
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8!(�K 12©) �¼ê f(z)3ü �S)Û§�é��÷v 0 < ρ < 1� ρ,Ù

¢Ü Re f(z) = u(ρ, θ) 6 1§u(0) = 0§y²: |an| 6 2 (n = 1, 2, · · · ),ùp an � f(z)

� TaylorÐmª�Xê.

yyy²²². �¼ê f 3ü �S� TaylorÐª� f(z) =
∞∑
n=0

anz
n. K

1− f(z) = 1− a0 −
∞∑
n=1

anz
n.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

- z = ρeiθ, f(z) = u(ρ, θ) + iv(ρ, θ),K 1− f(z) = 1− u(ρ, θ)− iv(ρ, θ).

u´ an�±L«�

−an =
1

2πi

∫
|ζ|=ρ

1− f(ζ)

ζn+1
dζ

=
1

2πρn

∫ 2π

0

(
1− u(ρ, θ)− iv(ρ, θ)

)
e−inθ dθ. (1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

d CauchyÈ©½n,

0 =
1

2πi

∫
|ζ|=ρ

(
1− f(ζ)

)
ζn−1 dζ

=
ρn

2π

∫ 2π

0

(
1− u(ρ, θ)− iv(ρ, θ)

)
einθ dθ.

=

0 =
1

2πρn

∫ 2π

0

(
1− u(ρ, θ) + iv(ρ, θ)

)
e−inθ dθ. (2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

(1)+(2)��

−an =
1

2πρn

∫ 2π

0

(
1− u(ρ, θ)

)
e−inθ dθ.

Ï


|an| 6
1

πρn

∫ 2π

0

(
1− u(ρ, θ)

)
dθ

=
2

ρn
− 1

πρn

∫ 2π

0

u(ρ, θ) dθ.

7



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8©)

dNÚ¼ê�¥�½n,

1

πρn

∫ 2π

0

u(ρ, θ) dθ =
2

ρn
1

2π

∫ 2π

0

u(ρ, θ) dθ =
2

ρn
u(0) = 0,

�é?Û 0 < ρ < 1,k

|an| 6
2

ρn
, n = 1, 2, . . . .

- ρ→ 1−=�

|an| 6 2, n = 1, 2, . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)

8



6
¶

:
O
�
y
Ò

:
¤
3
�
�

:
�
|
Ò

:
�
 
Ò

:
;
�

:

�
��

�
���
µ
�

�
K
�
Ø
�
�
L
d
�

�
��

�
��
Ô!(�K 12©) � p��ê,k�+ G�� |G| = prm,Ù¥ r���ê� p - m.

é?¿�ê k, 0 ≤ k ≤ r,P G� pk �f+�ê� Nk,y² Nk ≡ 1 (mod p).

yyy²²². � X � G�¤k pk �f8�¤�8Ü.é?¿ g ∈ G, A = {a1, a2, · · · , apk} ∈

X ,½Â

g ◦ A = gA = {ga1, ga2, · · · , gapk}.

KN´�y

◦ : G×X → X

(g, A) 7→ g ◦ A

´+ G38Ü X þ����^, X 3T�^e�y©¤�
Ø�;��¿.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3©)

� O = {C, g1C, · · · , gs−1C}´Ù¥���;�,dc¡�½Â,w, O¥��

k�����¹ G�ü � e,Ø�� e ∈ C.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

e;� O ¥k��� G� pk �f+,Ø�� C � G�f+,K O ¥Ù{�

� (e�3)Ñ´ C �ØÓ���8,¤± O¥Ø� C ���ÑØ´ G�f+,

= O�¹ G� pk �f+Tk��.3T�^e, C �­½f+�

GC = {g ∈ G | gC = C} = C.

ù� O¥����ê�

s = [G : GC ] = [G : C] = |G|/|C| = pr−km.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

e;� O¥?���ÑØ´ G�f+,ù�é?¿ g ∈ GC ,Ù¥ GC ´T�^

e C �­½f+,du e ∈ C,¤± g = ge ∈ gC = C,� GC ⊆ C. q C Ø´ G

�f+,¤± GC 6= C,� |GC | < pk. ù� O¥����ê�

s = [G : GC ] = |G|/|GC | ≡ 0 (mod pr−k+1).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)

·���

|X | =
(
prm

pk

)
≡ pr−km (mod pr−k+1).

9



dc¡y²�k Nk �;�,Ù¥z�ÑT¹k�� G� pk �f+,§���

��ê�Ú� pr−kmNk,
Ù{;�����êþ ≡ 0 (mod pr−k+1),¤±

|X | =
∑
|O| ≡ pr−kmNk (mod pr−k+1).

dd·���

pr−kmNk ≡ pr−km (mod pr−k+1),

q p - m,¤± Nk ≡ 1 (mod p).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)
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l!(�K 12©)� γ(s), s ∈ (0, 1)��m¥±l��ëê�1w­�,��¥%

3 x0 :!�»� R �¥¡ BR(x0)¡�T­�3 γ(s0):?���¥¡, XJ¼ê

f(s) = |γ(s)− x0|2 − R2÷v f(s0) = f ′(s0) = f ′′(s0) = f ′′′(s0) = 0. e γ(s)�­ÇÚ

7Çþ�",y²T­�3z�:?þ�3�����¥.

)))���. P e1 = γ′(s), e2 = γ′′(s)/|γ′′(s)|, e3 = e1 × e2. K {e1, e2, e3}��m¥�ü �

�Ie§¿k Frenet�§:

e′1 = ke2, e
′
2 = −ke1 + τe3, e

′
3 = −τe2.

��O�¿|^ Frenet�§§�

f(s) = |γ(s)− x0|2 −R2;

f ′(s) = 2(γ(s)− x0) · e1;

f ′′(s) = 2 + 2k(γ(s)− x0) · e2;

f ′′′(s) = 2k′(γ(s)− x0) · e2 − 2k2(γ(s)− x0) · e1 + 2kτ(γ(s)− x0) · e3.

d^�

f(s0) = f ′(s0) = f ′′(s0) = f ′′′(s0) = 0, kτ 6= 0,

��

R = |γ(s0)− x0|; (γ(s0)− x0) · e1(s0) = 0;

(γ(s0)− x0) · e2(s0) = − 1

k(s0)
; (γ(s0)− x0) · e3(s0) =

k′(s0)

k2(s0)τ(s0)
.

u´��

γ(s0)− x0 = − 1

k(s0)
e2(s0) +

k′(s0)

k2(s0)τ(s0)
e3(s0);

x0 = γ(s0) +
1

k(s0)
e2(s0)−

k′(s0)

k2(s0)τ(s0)
e3(s0).

ù�§��¥�¥%x0Ú�»Rþ�T­���(½. ù�§­�3z�:Ñ

k�����¥.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)
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Ê!(�K 12©) P p´�ê§p ≥ 2§ β ´ p���ëê§ X ´ p��Å

�þ§Ñl��©Ù N(0,Σ). Ù¥§Σ ´é¡ p ��½Ý
. �ÅØ� ε ´ 1 �

�ÅCþ§Ñl��©Ù N(0, σ2)§�� X Õá, Ù¥σ2 > 0. P sgn(·) �ÎÒ¼

ê§Y = sgn(XTβ0 + ε)´ 1��ÅCþ. ½Â

β∗
4
= argmin

β∈Rp
E(Y −XTβ)2,

Ù¥ argmin´¦�8I¼ê������:.

1. ��Ñ β∗�wªL«ª.

2. y²µcov(X, Y ) = −2cov(X,F (−XTβ0)). Ù¥§F (·)L«ε�©Ù¼ê.

3. é?¿� p�ëê�þ α, β,� X ∼ N(0,Σ)�,y²:

E(αTX
∣∣βTX

)
=
(
αTΣβ)

(
βTΣβ)−1βTX

)
.

4. y²µβ∗� β0¤'~. �¦é�'~Ïf�wªL�ª.

)))���. 1. �������� β∗ = Σ−1cov(X, Y ).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

2. �â Y = sgn(XTβ0 + ε),k cov(X, Y ) = E
{
Xsgn(XTβ0 + ε)

}
. P ε�©Ù

¼ê� F . �â­Ï"úª§ E
{
Xsgn(XTβ0 + ε)

}
= −2E

{
XF (−XTβ0)

}
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4©)

3.

αTX

βTX

Ñl��©Ù,Ïd,
(
αTX

∣∣βTX
)
�,Ñl^���©Ù.Ùþ�

�(Ø.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6©)

4. 2g¦^­Ï"úª§·���

E
{
XF (−XTβ0)

}
= Σβ0(β

T
0 Σβ0)

−1cov
{

(XTβ0), F (−XTβ0)
}
.

o(±þ(J,·�k

Σ−1cov(X, Y ) = −2
[
(βT

0 Σβ0)
−1cov

{
(XTβ0), F (−XTβ0)

} ]
β0
4
= cβ0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)
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��
� ε ∼ N(0, σ2)�§|^©ÜÈ©�±��

E
{

(XTβ0)F (−XTβ0)
}

= −(βT
0 Σβ0)E

{
f(−XTβ0)

}
=− 1

2
(βT

0 Σβ0){
π(σ2 + 1)

2
}−1/2,

Ù¥ f(·)´ ε��Ý¼ê. l
§'~~ê cz8� (βT
0 Σβ0){π(σ

2+1)
2
}−1/2,

ùÒ�¤
·��y².

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)
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�!(�K 12©) �Ñ QR�{¦Ý
A����{£ã,¿y²�{�Âñ5.

)))���. 1. QR�{´|^��C�ò���½�Ý
ÅÚ�z�þn�
½ö[þ

n�
�«S��{. QR�{O�¢�
 A�A���Ú½Xe:

1. -A1 = A, m = 1;

2. O� Am � QR©): Am = QmRm;Ù¥ Qm ´���
, Rm �þn

�
.

3. -Am+1 = RmQm;

4. XJ Am+1 �en����ýé��u,�K�§�{Ê�¶ÄK,

-m := m+ 1,=12Ú.

5. Am+1�é��=�¤¦A��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2©)

2. 'u QR�{Âñ5,·�k±e(Ø:

���¢¢¢���


 A��� n���AAA������÷÷÷vvv |λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > 0. ^̂̂ Y LLL««« A

������AAA������þþþ���¤¤¤���ÝÝÝ


,¿¿¿bbb��� Y äääkkk LU©©©))): Y = LU . KKKddd QR

���{{{���)))���ÝÝÝ


SSS��� {Am}ªªªuuuþþþnnn���


,ÓÓÓ���ÙÙÙééé������ªªª���uuuAAA������

λi(i = 1, 2, . . . , n).

yyy²²². d QR�{�, Am+1 = Q−1m AmQm. �E|^ù�'X��

Am = Q̃−1m AQ̃m (1)

Ù¥ Q̃m = Q1Q2, · · · , Qm−1, Q̃1 = I , A1 = A. dd��Ý
S� {Am}¥

�z��Ý
Ñ�Ý
 A�q. ò Am = QmRm�\ Am = Q̃−1m AQ̃m�

Q̃mQmRm = AQ̃m,

l
k

Q̃mQmRmRm−1 · · ·R1 = AQ̃mRm−1 · · ·R1,

= Q̃m+1R̃m+1 = AQ̃mR̃m, Ù¥ R̃m = Rm−1, · · · , R1. |^d4í'X�

�:

Am = Q̃m+1R̃m+1. (2)
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5©)

du Y ´A��A��þ�¤�Ý
,� Y A = ΛY , Λ = diag (λ1, . . . , λn).

- X = Y −1,Kk A = XΛY . db� Y k©) Y = LU ,Ù¥ L´ü e

n�
, U ´þn�
,Kk

Am = XΛmY = XΛmLU = X(ΛmLΛ−m)ΛmU = X(I + Em)ΛmU (3)

Ù¥ I + Em = ΛmLΛ−m. du L´ü en�
§
 |λi| > |λj|(i > j)§

�7k

lim
m→∞

Em = 0. (4)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7©)

y3-X�QR©)�X = QR§duX�ÛÉ§·���¦Ré��þ�

�ê©òù�©)�\ª£3¤��

Am = QR(I + Em)ΛmU = Q(I +REmR
−1)RΛmU. (5)

�m¿©��§I +REmR
−1´�ÛÉ�§�§kXe�QR©)µ

I +REmR
−1 = Q̂mR̂m, (6)

Ù¥R̂m�é��þ��ê©l£4¤Ú£6¤üªØJíÑ

lim
m→∞

Q̂m = lim
m→∞

R̂m = I

òª£6¤�\£5¤ª§�

Am = (QQ̂m)(R̂mRΛmU).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9©)

=·�®é�
Am��� QR©)©�
�yù�©)¥þn�
�é

��þ��ê§·�½Â

D1 = diag (
λ1
|λ1|

, · · · , λn
|λn|

),

D2 = diag (
u11
|u11|

, · · · , unn
|unn|

),

15



Ù¥uii´U�1i�é��. u´

Am = (QQ̂mD
m
1 D2)(D

−1
2 D−m1 R̂mRΛmU).

òþª�ª£2¤'�,¿5¿� QR©)���5,=k

Q̃m = QQ̂mD
m
1 D2, R̃m = D−12 D−m1 R̂mRΛmU.

òþª�\ª (1)��

Am = D−12 (D−11 )mQ̂−1m Q−1AQQ̂mD
m
1 D2.

25¿�

A = XΛY = XΛX−1 = QRΛR−1Q−1,

=�

Am = D−12 (D−11 )mQ̂−1m RΛR−1Q̂mD
m
1 D2.

5¿� limm→∞ Q̂m = I±9R�þn�
,B�á=íÑ½n�(Ø¤á.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12©)
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